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1. Mengder og elementer,

Eksempler:

Mengder er sammensat af elementer; at et objekt a er element i en

mengde A skrives: acA,

Hvis dette ikke er tilfmldet, skrives: agA,

To mengder er da og kun da identiske, nér de indeholder de samme

elementer,

Det har vist sig praktisk ogsd at arbejde med en mmngde uden ele-
menter, kaldet den tomme m=mngde,
Det fremgdr af (1), at der kun kan vere &n sidan mmngde; den beteg-

nes @,

Notation:
En mengde kan anferes pd& listeform, d.v.s. ved opremsning af dens

elementer, f, eks,
{aibﬂcid}'

Rwkkefeolgen, hvori elementerne skrives, er her uden betydning, sé~
ledes er {a, b, c, d} = {¢, d, 8, b} .

En mengde med kun et element skrives pd formen {'a} og kaldes en
singleton,

En mengde kan ligeledes skrives pd felgende méde:

{zip(x) }, nvor p(x) er et udtryk i x.
{ X{p(x) } lzses: lMongden af alle x for hvilke p(x) gelder,
Denne mzngde kaldes sandhedsmxngden eller lesningsmengden for p(x).

p(z) kaldes et &bent udsagn i en variabel.

{1, 2, a, b, red, ¢ }; { Stalin, Churchill, x, gul, 7!

{ sort, 23, xpg, 3, tolv} og {{a}, b, ¢}

er eksempler pi mmngder, der er anfert péd listeform,
(|32 +7 =10} = {1} og {z|z®°~-4z+4=0}) = {2}

er eksempler pd mengder skrevet p& formen { x|p(x) } .
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2, Inklusion og delmzngder,

Fn mengde A siges da og kun da at vere en delmmngde af en mengde
B, nar ethvert element i A tillige er element i B,

Dette skrives:

AcB eller B—A og lmses:

A er inkluderet 1 B eller
A er en delmengde af B eller
B indeholder A,

Tegnene < og - kaldes inklusionstegn, Findes der elementer i B,
som ikke tilherer A, siges A at vere en mgte eller egentlig del-
mengde af B,

Nogle steder ses skriveméden:

A B for: A er en delmmngde af B og
A B for: A er en mgte delmengde af B,

For enhver mzngde A gelder: A A og g A
(1,1) kan nu skrives: A =3 « ACB og B C A,

Endvidere gzlder:
AT og Bcll = ACSE,

Den ubegre=nsede brug af skrivemiden { xlp(x)} kan lede til pera-
dokser (Jvf, Russell's paradoks side 19),

En mide at imodegd dette pd er at betragte alle mzngder i en under-
segelse som delmsngder af en given mengde, der kaldes universet el-

ler grundmengden for undersegelsen.
{ x/p(z) } skal herefter lwses:
Mengden af alle elementer i grundmzngden, der opfylder p(x).

For grundmsngden bruges som regel betegnelsen E,
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Mengden af alle delmengder af en mengde A kaldes potensmengden
til A og skrives o0(a) eller -~ (4).
Indeholder mengden A n elementer, indeholder mengden @(A)

i elementer, mzngderne A og @ iberegnet,

A::{'Z,a,’o,ti,xz}; B= {7, a zz}; BCA
@(B)ﬂ{{'?}y {a}, {=zz}, {7,&}, {1, 2z}, {a, xz },
{7, a, 22}, 0} .

3. rzllesmengde og foreningsmzngde,

I

DA

o

I

I

Ved fmllesmengden for to mengder A og B forstés mengden af alle

elementer, der tilherer bide A og B,
Fxllesmengden for A og B skrives: A MB.

Hvis der ikke eksisterer elementer, der bade tilherer A og B,
siges A og B at vare disjunkte, og man skriver: AMNB = 0,

Ved foreningsmengden for to mengder A og B forstls mengden af alle
elementer, der tilherer mindst en af mmngderne A og B.

Foreningsmengden for A og B skrives: AU B,
For vilkdrlige mengder A, B og C gelder:
ANB=BMA; AUB=BUA (Kommutative love).

AU(BUC)=(AUB) UC; | (Associative love),

an(BNC) =(anB) e |
(aUB) e= (aac)u (BN c) t} (Distributive love).
and)yc=(yc)N (8 uc)j
AONA=4; AUJA=A (Igempotente love).
5
AN@G=0; AUE=E |
b (Identitets love).
ANE = A; Aij@mA.jj

ACB & A(B=A
ACB<x® AUB =3B,

ACB =ANC=3AC
AZB = AJC=3BUC,

CchA og CCB =CCAMB
ACC og BCOLC = AUBCC,

AMBC ACALIB,
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A= {a, 7, 10, Hansen, z '; B= {b, 7, Hansen, y } 3
AUB= {a, 7, 10, Hansen, z, b, ¥ '3
AMB= {7, Hansen };
C={ x|x°>4); D= { xjx>1}
CUD = {x!x2>4\/x;é)1} (tegn!)
CrD= {zx° >4 Ax>1} = {z1x>2} (tegn?)
Tegnene ' \/! og ' /\' lzses som henholdsvis 'eller! og ‘og'.

4, ZXomplementezrmengde,

k.
lQ

i

I

Lad A vere en mengde, Ved komplementmrmmngden til A forstés
mzngden af alle elementer, der ikke tilherer A,

m

Komplementermengden til A skrives: (A,

gnsker man at gere opmerksom pd, hvilken grundmengde man anven-—

der, skrives:

{ "y
2
E

hvor E betegner grundmsengden.

LA:.—.{x]xé:E/\‘xd"_A}.

For vilkarlige mzngder A og B gelder:

™

=

0 =E; UE =0,
A =a, /’ (Komplement love)

a N B
G(A UB) = LA LB

Uans) = (a3,

(De Morgan's love)

[

M

S
AT B <= LB . LA,

‘ M
AB =@ <= ACQB <2 B A,

[
AUB=E«<= UBC A< LACH.,
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E={1,2134,561789 10}; A={27, 9}
CA=1{1,3, 4,5 6,8 10}

Em{xax‘f(}}; A= {xlx <47}

DA = éx!xg—l}'}’}.

Be B’Iangdediff erens.,

I

R

B i o i

I

Ved mengdedifferensen mellem to mangder A og B forstés A % ’n B,
Mengdedifferensen skrives: A\B eller A - B,

AMB= {xz£AAX 4B},

For vilkdrlige mengder A, B og C gelder:

i

(A\B) UB=A L}B.

(AAB) ' B

it

z,

ACB<= A\B =0,

Ved den symmetriske differens mellem to mmngder A og B forstas:
(A\B) U (B\4),

Den symmetriske differens skrives: A A B eller A+ B.
(A AB)AC=ANMBAC),

AALAB=3BAA,

(AAB)NC=(arc)a®Bic).

AAA=G,

AAD=A,

A A B kan ogsd skrives: (A UB)\ (AN B).
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E= {1, 2, 3, 4, X%, Xy, sum, differens }

A= {1, 2, xz, sun} ; B= {2, 3, xz, xy, differens} .
ANB = {1, sum }; B\A = {3, zy, differens }
AAB={1,3, 2y, sum, differens }

C={xjx>5}; D= {x1x?*>36)

C\D = { x15 <x<6}3; D\C= {xjz<< =61 (tegnl)

Con= {xl(x-:=6) (5<Tx-<-6)]} (tegn!).

¥mngdeoperationer anskueliggeres ofte ved hjslp af mengdedia~

grammer (Venn«diagrammer), hvorved mengderne tesmnes som plane
punkimengder.

P& fig, 1 er vist nogle eksempler pd mengdediagrammer,
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Eksempler p& Venn~disgrammer,

A UB er skraveret A U B er skraveret
AMNB =0

AAB=(A\B)U (B\A) er skraveret.

[:A, er skraverei
Fig, 1
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6. Mengdeprodukt,

oo

g

Ti1 to givne objekter 2 og b (vi udelukker ikke muligheden a = b)
svarer et nyt, kaldet det ordnede par med ferste komponent a og
anden komponent b,

Det skriveg: (a, b),

Der gzlder feolgende regel:
(a, b) = (c, 4) betyder, at a=c og b =d.

(Vil man ikke antage (a, b) som grundbegreb, kan man definere
(a, b) som {{a}, {a, b}} og vevise ovenstéende regel).

Lad A og B vere mengder,

Mzngden af alle ordnede par (a, b), hvor ac A og bhe& B
keldes mensdeproduktet (eller det kartesiske produkt af A og B).
Det skrives: A x B,

AzxB={(s, b) lac AAD &B).

For mengdeproduktet gelder folgende regler:
AMCA og BCB A B AZB
ix Bnc)=(axB)N(4zC)

Ax (BUC) =(AzB)U (2 xC)
BuUC)xA=BzaUI({zxA4)

(AegB)N (czD) =(anc)z (BND)

Notation:

En delmengde af et mengdeprodukt A x B kan skrives p2 folgende mide:

{ (=, v) Ip(z, v)}, wvor oz, y) er et udtryk i x oz y.
o(z, y) kaldes et 8bent udsagn i to variable,

{(x, v) | p(z, y) } lmses.
Mzngden af alle ordnede par (x, y) for hvilke p(x, y) gelder,

Udtryk som {=x ]p(x)} og  {(z, y)Ip(z, y)} ken ogsk skrives:

{xcalp(x)} og {(x,y)€ArxB|p(x, y)}, hvis det anses
for nedvendigt at anfere, hvilken grundmengde, der benyttes,
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il

Eksempler: A {a, b, c, d}; B=1{1, 2, 3}

AzB={(s 1), (g 2), (g 3), (b, 1), (v, 2), (b, 3)
(e, 1), (e, 2), (e, 3), (4, 1), (4, 2), (a, 3)}
Bx A= {(19 a), (19 b)y (1’ 0)9 (19 d—)y (2’ a)y (2’ ‘b)y

(2, ¢, (2, a), (3, &), (3, b), (3, ¢), (3,d)} .
Bemsrk: AxB==Bx A,
Hvis x og y er hele tal ge=lder:
{(z, ) lex + 4y =0} = {(0,0); (2,-1); (=2,1) }.

P& fig, 2 er begrebet mzngdeprodukt anskueliggjort for A og BC R,
hvor R er mengden af reelle tal. A x B bliver da inkluderet i R?,

hvor R® er mengden af reelle talpar,

v
B i | |
‘:::} L .+ v AxB={(z y)lxeaNyeB]
Y ol 4 - %
N AT
\\ : //
| A
J
AN
-~ a
B={yjc <y<d)} AxB= {(z, yila<z <v) Ale<y <ad)}
e

i
-+
v

]

A= {zla<z<b)

Fig, 2
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7. Funktioner,

Lad A og B vere to mzngder,

Hvis der til hvert element i A p& en eller anden maéde er knyttet et og

kun et element i B, siger vi, at der foreligger en funktion f fra A til

B, Er elementet x € A knyttet til elementet y < B, skriver vi:

y = £{x), y keldes funktionsverdien af %, eller den verdi f antager for x,

A kaldes funktionens definitionsmengde.
B kaldes funktionens dispositionsmengde.,

Ved verdimengden for f forstis mengden af alle y « B, for hvilke

der eksisterer et z €.A, sdledes at y = f(x).
At f er en funktion fra A til B skrives:

f: A—>B eller f: ArwB ,

Bn funktion ken ogsd anferes:

X‘*?f(x), hvor det mi fremgd af sammenhmngen, hvad der er defi-

¢
'Y

nitionsmengde og dispositionsmengde,
Mengden af alle funktioner fra A til B hetegnes BA.

Synonymt med funktion bruges ordet afbildning, Man bruger da ud~
trykket, f er en afbildning af A ind i B, og i stedet for 'verdi’
bruges ordet 'billede', tilsvarende skrives 'billedmengde' for
tyerdimengde’.

Eksempel: Lad £ +il hvert land i verden knytte dets hovedstad, Definitionsmengden
A for f er da msngden af alle lande i verden, Verdimengden eller billed-
mxngden for f er da den delmxngde af B, der indeholder alle verdens ho-
vedstzder,
f(USSR) = Moskva; f(Norge) = Oslo,

Billedet af USSR er Moskva, og billedet af Norge er Oslo.

Lad f vere en funktion fra A til B og M en delmxngde af A (M C.A), Ved
billedet af M ved f forstis mengden f(M) af alle y £.B, for hvilke der

eksisterer et x € M, siledes at f(z) = y.

For funktionens verdimengde f(A) gelder da: f£(A)™> f(M).
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Har M kun et element x, skrives f(x) i stedet for f({ z }).
P4 fig, 3 og 4 er det generelle funktionsbegreb anskueliggjort,

En funktion f: A—>B keldes da og kun da en gurjektion, nér f(A) = B,
f kaldes da ogsd en surjektiv afbildning eller en afbildning af A pd B,

En funktion £: A-+B kaldes da og kun da en injektion, nér det gmlder

for alle x4, %2 & A:

£{x1) = £(x2) = % = x5, eller anderledes udtrykt:

x = x2 > £x) =k £(x2).

f kaldes da ogsd en injektiv afbildning eller en en-entydig afbildning.

Fn funktion f: A—>»B kaldes da og kun da en bijektion, ndr den er
bade en surjektion og en injektion,
Funktionen f fastlemgger da en en-entydig forbindelse mellem A og B,

En bijektion kaldes ogsd en bijektiv afbildning.

Bksempel s Hvis vi i det forste eksempel som dispositionsmmngde havde valgt mengden
af verdens hovedstzder, ville f have vzret en bijektion. (HVorfor?).
Idet M = { Danmark, Sverige, Finland, Norge } , haves
f(M) = {Kebenhavn, Oslo, Stockholm, Helsinki } .

En reel funktion er en funktion, hvis dispositionsmencde er mmngden

af reelle tal eller en delmengde deraf,

Det bemmrkes, at der ikke er stillet noget krav til definitionsmengden

for en reel funktion,

Eksempel: Betragter vi en gas under et stempel, vil gastrykket kun vare bestemt
af rumfanget under stemplet og gassens temperatur,
Gastrykket er derfor en reel funktion defineret pd mmngden af ordnede
par (v, T), hvor v er gassens specifikke rumfang, og T er gassens abso=

lutte femperatur,
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Er luftarten ideal, har vi: p = £(v, T) = et
Eksenmpel: Betragter vi et givet legeme, vil der til hvert punkt i legemet svare

en og kun en temperatur, Temperaturen i legemet er altsid en reel
funktion defineret pi en mengde, hvis elementer er pa formen (x, y, z)
nvor (%, y, z) er koordinaterne til et givet punkt i legemet, d.v.s.,
T = f(x, Vs z).

4 (definitionsmengde) B {dispositionsmengde)

T
N

o

v
E
"' /
? a V/ ;
H : 4
z 1 o
&

Verdimengden

/ '/

! 4 for £

o A/ or
"

£(a1) = f(az) =1y og f(a3) =ba,

Ide‘tM:{m, az, 33}C.A fag f(M)={b1, bz}C,B.

Fig., 3
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£
()
%,
= i, ’ ~ ¥
5, - ,‘..,....,Mw.wr.mvm*ﬂ-\mwwws—----—-—..__—-n——'w
1
A (definitionsmengden for f)

Dispositionsmengden for T er mengden af reelle tal
(hele ymaksen)

Fig, 4

Lad T vere en funktion fra A til1 B, og lad b £ B, Ved det inverse
billede til b forstas mmngden af alle de elementer i A, der har b

som billede, Vi skriver:

1) = {x)1zeaAf(z)=b } .

Bemerk: f '(f(a)) =a, mnir f er injektiv.

Lad funktionen f vare defineret ved diagrammet:

i LN
= -
P
Vi>£Zf
et
VO OO -
e,
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£712) =% £'(6)=n; £7(10) ={1, m};
f71(4) = £71(8) = £71(12) = @,

Lad D vere en delmengde af B, d,v.s., D= B, Ved det inverse billede
til D forstés mengden af alle de elementer i A, der afbildes i et

element, som tilherer D, Vi skriver:
£ 0) = { zlxc AAE() €D}

Bemerk: f(f '(N)) = N, ndr f er surjektiv og £ '(f(M)) = M, nir f er
injektiv,

Tdet der henvises til det foregdende eksempel, velger vi

D= {2, 4, 6 } og fér:

£770) =17({2,4,6})={kn}.

Lad f vere en funktion fra A til B.

Hvis T er en injekiion, vil der til hvert element i f(A)c B

svare et og kun et element i A, d.v.s. der eksisterer en funktion fra
f(A) til A, Denne funktion betegnes £ og kaldes den inverse funkftion
til £,

Vi har altsd: f£: A—>B og f ': f(A)—A,

Det skal endnu engang indsksrpes, at den inverse (eller omvendte)
funktion til f kun eksisterer, nir f er en injektion,
Billedmengden f(A) for f skal jo were definitionsmengde for £ ',
d.v.s, ethvert element i f(A) skal have et og kun et billede i A;
f skal derfor vere injektiwv,

Lad funktionerne f,, 2, f3 0g f, vere givet ved folgende diagrammer:

4

f4 er hverken surjektiv
eller injektiv,

Der eksisterer ingen

invers funktion til f4.
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f, er surjektiv, men

ikke injektiv, Der

eksisterer ingen invers
funktion til f, ,

‘fffmx&\ £, g 5 f3 er injektiv, d.v,s, der
/ Y [ =3\ eksisterer en invers funktion

til £3 med definitionsmengden
£(a) =1{3,6,9, 15 ).
5 £(a)—>a,

B f4 er bijektiv, og dermed
injektiv, d,v,s, der eksi~
sterer en invers funktion
til f4 med definitionsmeng-
den f(A) = B,

71: B—>4,
4
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8, Sammensatte funktioner,

Lad der vere givet tre mengder A, B og C og to funktioner
f: A—>B og g B—>C,

Lad a £ A, Vi har da: f(a) & B og g(f(a))e C. Til hvert
element i A svarer et og kun et element i C, d.v,s, vi har en
funktion fra A til C,

Denne funktion kaldes den sammensatte funktion og betegnes gof
For f: A—>B og g: B->C(, definerer vi altsd den sammensatte
funktion gof: A—>C wed (gof)(a) = g(f(a)). (Se fig. 5)

,//& \X‘»‘ o e

’ ? s -~ .
f; 4 } £ f_; ,\ e y /d/ W\\\\\
PoA 3 B ey C /,

gof

Fig, 5
Bemerk: gof o0g fog er i almindelighed ikke scmme funktion,

Eksempel : Lad f: A->B og gt B—>C vere defineret ved folgende dia~

grammer,
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(gof)(a) = g(£(2a)) = gly) = t.
(gof) () = g{£(v)) = g(z) =,

(gof)(c) = glf(c)) = &ly) = +.
Por samme funktioner gzlder:

(gof)™" = £l og™!
(hog)of = h (gof)

(gof)(4) = g(£(4)) .

fl

f og g surjektive gof  surjektiv,

f og g injektive gof  injektiv.,

fl

f og g  Tijektive = gof Tbijektiv,
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9, Russel's paradoks,

Definition:

Eksempel:

En almindelig mengde M, er en m=ngde, der ikke er element i

sig selv, d.,v.s. M&EHM,

Meengden A af alle abstrakte begreber er ikke en almindelig
mengde, 4,V,.S, A< A,

Vi betragter mengden U af alle almindelige memngder,

Der er to muligheder,

1) U er en almindelig mengde.
2) U er ikke en almindelig mengde,

Antages, at U er en almindelig mengde, md den, da U er mang-
den af alle almindelige mengder, vaere element i sig selv,
altsd U .U, men ifelge definitionen péd almindelig mengde kan

U s& ikke vare en almindelig mengde,

Antages, at U er en ikke almindelig mengde, haves ifelge defi-
nitionen pd almindelig mengde, at den er element i sig selv,
altsd U <. U, men da U er mengden af alle almindelige mengder,

kan U ifelge antagelsen ikke vere element i sig selv,




